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Цели и задачи работы

развить теорию для описания корреляционных свойств
магнитогидродинамической турбулентности при наличии сдвига
скорости, внешнего магнитного поля, вращения
использовать развитую теорию для изучения свойств
турбулентности при наличии искажающих факторов (эффект
Холла)



План доклада

постановка задачи и исходные уравнения
метод быстрых искажений
уравнения для вторых моментов турбулентности
расчеты для влияния эффекта Холла



Исходные уравнения

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ (𝑢 · ∇)𝑢+Ω× 𝑢 = −∇𝑝+ 𝑗 × 𝑏+ 𝜈∇2𝑢

∇ · 𝑢 = 0

𝜕𝑏

𝜕𝑡
= ∇× ((𝑢− 𝜖𝑗)× 𝑏) + 𝜂∇2𝑏

𝑏 - магнитное поле, 𝑗 = ∇× 𝑏 - плотность тока, 𝑢 - скорость, Ω -
угловая скорость, 𝜖 - параметр Холла, 𝜈, 𝜂 - кинематическая и
магнитная вязкости



Уравнения для флуктуаций

Усреднение по Рейнольдсу

𝑢𝑖 = 𝑆𝑖𝑗𝑥𝑗 + 𝑢′𝑖

𝑏𝑖 = 𝐵𝑖 + 𝑏′𝑖

𝑝 = 𝑃 + 𝑝′

Внешнее магнитное поле 𝐵 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
Линейный сдвиг скорости 𝑈𝑖(𝑥) = 𝑆𝑖𝑗𝑥𝑗

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢′
𝑖

𝜕𝑡
+ 𝑈𝑗

𝜕𝑢′
𝑖

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑢′

𝑗𝑆𝑖𝑗 + 𝑢′
𝑗

𝜕𝑢′
𝑖

𝜕𝑥𝑗
+ 𝜀𝑖𝑗𝑘Ω𝑗𝑢

′
𝑘 = − 𝜕𝑝′

𝜕𝑥𝑖
+𝐵𝑗

𝜕𝑏′𝑖
𝜕𝑥𝑗

+ 𝑏′𝑗
𝜕𝑏′𝑖
𝜕𝑥𝑗

+ 𝜈∇2𝑢′
𝑖

𝜕𝑢′
𝑗

𝜕𝑥𝑗
= 0

𝜕𝑏′𝑖
𝜕𝑡

+ 𝑈𝑗
𝜕𝑏′𝑖
𝜕𝑥𝑗

+ 𝑢′
𝑗

𝜕𝑏′𝑖
𝜕𝑥𝑗

= 𝐵𝑗
𝜕𝑢′

𝑖

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑏′𝑗𝑆𝑖𝑗 + 𝑏′𝑗

𝜕𝑢′
𝑖

𝜕𝑥𝑗
− 𝜖𝐵𝑙

𝜕𝑗′𝑖
𝜕𝑥𝑙

+ 𝜖𝑗′𝑙
𝜕𝑏′𝑖
𝜕𝑥𝑙

− 𝜖𝑏′𝑙
𝜕𝑗′𝑖
𝜕𝑥𝑙

+ 𝜂∇2𝑏′𝑖



Метод быстрых искажений
Условия примения

𝑇𝐷 ≪ 𝜏𝑁𝐿

𝑇𝐷 - временной масштаб искажения
𝜏𝑁𝐿 - временной масштаб нелинейных членов

𝑆−1 ≪ 𝑢′(𝑙)

𝑙

𝑆−1 - временной масштаб сдвига

Квазилинейное приближение по полю

𝐵 ≫ 𝑏′



Уравнения для флуктуаций

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑𝑢′

𝑖

𝑑𝑡
= −

(︂
𝛿𝑖𝑛 − 2

𝜒𝑖𝜒𝑛

𝜒2

)︂
𝑆𝑛𝑙𝑢

′
𝑙 −

(︂
𝛿𝑖𝑛 − 𝜒𝑖𝜒𝑛

𝜒2

)︂
𝜀𝑛𝑘𝑙Ω𝑘𝑢

′
𝑙 + 𝑖𝜒𝑙𝐵𝑙𝑏

′
𝑖 − 𝜈𝜒2𝑢′

𝑖

𝑑𝑏′𝑖
𝑑𝑡

= 𝑆𝑖𝑙𝑏
′
𝑙 + 𝑖𝜒𝑙𝐵𝑙 (𝑢

′
𝑖 − 𝜖𝐻𝑗′𝑖)− 𝜂𝜒2𝑏′𝑖

𝑗𝑖 = −𝑖𝜀𝑖𝛼𝛽𝜒𝛼𝑏
′
𝛽

𝑑𝜒𝑖 (𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑆𝑗𝑖𝜒𝑗 (𝑡) 𝜒𝑖 (0) = 𝑘𝑖



Вторые моменты турбулентности
Спектральный тензор Φ𝑖𝑗(𝜒, 𝑡) =

⟨︀
𝑢′*
𝑖 (𝜒, 𝑡)𝑢

′
𝑗(𝜒, 𝑡)

⟩︀
𝑑Φ𝑖𝑗

𝑑𝑡
= −𝑆𝑗𝑙Φ𝑖𝑙 − 𝑆𝑖𝑙Φ𝑙𝑗 +

2𝜒𝑗𝜒𝑛

𝜒2
𝑆𝑛𝑙Φ𝑖𝑙 +

2𝜒𝑖𝜒𝑛

𝜒2
𝑆𝑛𝑙Φ𝑙𝑗 − 𝑖𝜒𝑙𝐵𝑙

(︀
𝐶𝑢𝑏

𝑖𝑗 − 𝐶𝑢𝑏*
𝑗𝑖

)︀
−

−𝜒𝑙Ω𝑙

𝜒2
(𝜀𝑗𝑛𝑘𝜒𝑛Φ𝑖𝑘 + 𝜀𝑖𝑛𝑘𝜒𝑛Φ𝑘𝑗)− 2𝜈𝜒2Φ𝑖𝑗

Магнитный спектральный тензор Φ𝐵
𝑖𝑗(𝜒, 𝑡) =

⟨︀
𝑏′*𝑖 (𝜒, 𝑡)𝑏

′
𝑗(𝜒, 𝑡)

⟩︀
𝑑Φ𝑖𝑗

𝑑𝑡
= −𝑆𝑗𝑙Φ𝑖𝑙 − 𝑆𝑖𝑙Φ𝑙𝑗 +

2𝜒𝑗𝜒𝑛

𝜒2
𝑆𝑛𝑙Φ𝑖𝑙 +

2𝜒𝑖𝜒𝑛

𝜒2
𝑆𝑛𝑙Φ𝑙𝑗 − 𝑖𝜒𝑙𝐵𝑙

(︀
𝐶𝑢𝑏

𝑖𝑗 − 𝐶𝑢𝑏*
𝑗𝑖

)︀
−

−𝜒𝑙Ω𝑙

𝜒2
(𝜀𝑗𝑛𝑘𝜒𝑛Φ𝑖𝑘 + 𝜀𝑖𝑛𝑘𝜒𝑛Φ𝑘𝑗)− 2𝜈𝜒2Φ𝑖𝑗

Перекрестный тензор 𝐶𝑢𝑏
𝑖𝑗 (𝜒, 𝑡) =

⟨︀
𝑢′*
𝑖 (𝜒, 𝑡)𝑏

′
𝑗(𝜒, 𝑡)

⟩︀
𝑑𝐶𝑢𝑏

𝑖𝑗

𝑑𝑡
= 𝑆𝑗𝑙𝐶

𝑢𝑏
𝑖𝑙 − 𝑆𝑖𝑙𝐶

𝑢𝑏
𝑙𝑗 + 2

𝜒𝑖𝜒𝑛

𝜒2
𝑆𝑛𝑙𝐶

𝑢𝑏
𝑙𝑗 − 𝜒𝑙Ω𝑙

𝜒2
𝜀𝑖𝑛𝑘𝜒𝑛𝐶

𝑢𝑏
𝑘𝑗 + 𝑖𝜒𝑙𝐵𝑙

(︀
Φ𝐵

𝑖𝑗 − Φ𝑖𝑗

)︀
+

+𝜖𝐻𝑘𝑙𝐵𝑙𝜀𝑗𝛼𝛽𝜒𝛼𝐶
𝑢𝑏
𝑖𝛽 − (𝜈 + 𝜂)𝜒2𝐶𝑢𝑏

𝑖𝑗



Спиральность
Спиральность 𝐻(𝜒, 𝑡) = ⟨𝑢′ · rot𝑢′⟩

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= −𝑖𝜀𝑖𝑛𝑗𝑘𝑙𝑆𝑙𝑛Φ𝑖𝑗 − 𝑖𝜀𝑖𝑛𝑗𝑘𝑛𝑆𝑗𝑙Φ𝑖𝑙 − 𝑖𝜀𝑖𝑛𝑗𝑘𝑛𝑆𝑖𝑙Φ𝑙𝑗−

−𝑖𝜀𝑖𝑛𝑗𝑘𝑛
𝑘𝑙Ω𝑙

𝑘2
(𝜀𝑗𝑚𝑘𝑘𝑚Φ𝑖𝑘 + 𝜀𝑖𝑚𝑘𝑘𝑚Φ𝑘𝑗)+

+𝑘𝑙𝐵𝑙𝜀𝑖𝑛𝑗𝑘𝑛
(︀
𝐶𝑢𝑏

𝑖𝑗 − 𝐶𝑢𝑏*
𝑗𝑖

)︀
− 2𝜈𝑘2𝐻

Токовая спиральность 𝐻𝐽(𝜒, 𝑡) =
⟨︀
𝑏′ · rot 𝑏′

⟩︀
𝑑𝐻𝐵

𝑑𝑡
= −𝑖𝜀𝑖𝑛𝑗𝑘𝑙𝑆𝑙𝑛Φ

𝐵
𝑖𝑗 + 𝑖𝜀𝑖𝑛𝑗𝑘𝑛𝑆𝑗𝑙Φ

𝐵
𝑖𝑙 + 𝑖𝜀𝑖𝑛𝑗𝑘𝑛𝑆𝑖𝑙Φ

𝐵
𝑙𝑗−

−𝑘𝑙𝐵𝑙𝜀𝑖𝑛𝑗𝑘𝑛
(︀
𝐶𝑢𝑏

𝑖𝑗 − 𝐶𝑢𝑏*
𝑗𝑖 − 𝑖𝜖𝐻𝜀𝑗𝛼𝛽𝑘𝛼Φ

𝐵
𝑖𝛽 − 𝑖𝜖𝐻𝜀𝑖𝛼𝛽𝑘𝛼Φ

𝐵
𝛽𝑗

)︀
− 2𝜂𝑘2𝐻𝐵

Перекрестная спиральность 𝐻𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠(𝜒, 𝑡) =
⟨︀
𝑢′ · 𝑏′

⟩︀
𝑑𝐻𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠

𝑑𝑡
= 𝑆𝑖𝑙

(︀
𝐶𝑢𝑏

𝑖𝑙 − 𝐶𝑢𝑏
𝑙𝑖

)︀
− 𝑘𝑙Ω𝑙

𝑘2
𝜀𝑖𝑛𝑘𝑘𝑛𝐶

𝑢𝑏
𝑘𝑖 + 𝑖𝑘𝑙𝐵𝑙

(︀
Φ𝐵

𝑖𝑖 − Φ𝑖𝑖

)︀
+

+𝜖𝐻𝑘𝑙𝐵𝑙𝜀𝑖𝛼𝛽𝑘𝛼𝐶
𝑢𝑏
𝑖𝛽 − (𝜈 + 𝜂) 𝑘2𝐻𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠



Линейный сдвиг

x2

x1

x3

B
Ω

U1,2 = S

𝑆𝑖𝑗 = 𝑆𝛿𝑖1𝛿𝑗2

𝐵 = (0, 0, 𝐵)

Ω = (0, 0,Ω)



Результаты расчетов

Спектры полной энергии



Результаты расчетов

Зависимость энергии от времени при 𝜖 = 0 и 𝜖 = 1



Результаты расчетов



Заключение

Заключение
получена замкнутая система уравнений для вторых моментов
турбулентности
получены уравнения для гидродинамической, перекрестной и
токовой спиральности

Планы
в рамках теории исследовать поведение турбулентности при
наличии различных искажающих факторов


